ALGEBRA M2 - Lista 1

Przeksztalcenia liniowe

Zad.1. Napisa¢ wzor na podane przeksztalcenia 7' : R? — R? i pokazaé, ze sa to
przeksztalcenia liniowe: rzut prostokatny na o$ x, rzut prostokatny na o$ y, odbicie
wzgledem osi x, odbicie wzgledem osi y, odbicie wzgledem prostej y = x.

Zad.2. Sprawdzi¢, ktore z podanych przeksztalcen sa przeksztatceniami liniowymi:
1. T:C — C, gdzie
(a) T(z +iy) =z — iy,
(b) T(x+iy) =x+iy+1,
(c) T(z +1y) =iy,
2. T:R3 — R3, gdzie
(a’> T(Ia Y, Z) = (127 Y,y + 2)7
(b) T(x,y,2) = (z,y,2 +y+2),
3. T :R,[z] = R zadane wzorem T'(f) = f(1),
4. T : R — Ry[z] zadane wzorem T'(a) = f, gdzie f(x) = az,

5. T : C*(R) — C(R) zadane wzorem T(f) = af” + bf' + cf, gdzie C*(R) jest
przestrzenia liniows funkcji rzeczywistych majacych druga pochodna ciagla oraz
a,b,ceR,

6. 7,5 : Rla,b] — R zadane wzorami T'(f) = f:f(a:)d:v, S(f) = fab f?(x)dz, gdzie
Rla, b] oznacza przestrzen funkcji catkowalnych w sensie Riemanna na [a, b],

7. T : R,[z] = R, _.[7] zadane wzorem T(f) = f®) gdzie 0 < k < n,
8. T : R3[z] — R* zadane wzorem T'(ax® + bx* + cx + d) = (a, b, ¢, d),
9. T:C[0,1] — C0,1] zadane wzorem T'(f) = g, gdzie g(x) = [ f(t)dt

10. T:V — V, gdzie T(v) = v + a, gdzie a jest wybranym wektorem z przestrzeni
liniowej V' nad ciatem K,

11. T: M,(R) — R, zadane wzorem
T(A) =Tr(A) =) aj;,
j=1

12. T : My(R) — My(R), zadane wzorem
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Zad.3 Podaé¢ ogolny wzor na przeksztatcenie liniowe
1. T:Ryfz] = Ryfx],

2. T :Ry[x] — R,
3. T:R? - R[],

Zad.4. NiechT :V — W, S : W — U beda przeksztalceniami liniowymi, gdzie V, W, U
sg przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Pokazaé, ze zlozenie S o T' przeksztatcen
liniowych, gdzie S o T'(v) = S(T'(v)) dla v € V, jest przeksztalceniem liniowym.

Zad.5. Niech beda dane przeksztalcenia liniowe T, S : R3 — R3:

T((x,y,2) = (y,2,2), S{(z,y,2)) = 0,2+ z,y+ z).
Zmalezé ztozenia T o S, S o T oraz T oT. Czy sktadanie przeksztalcen liniowych jest
przemienne?

Zad.6. Niech T : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym, gdzie V jest przestrzenia
liniowg nad K, i niech 7% = T o T* ! dla k > 1, gdzie T' = T. Wezmy dowolny
wielomian P = a,z" + a, 12" ' + ... + a9 € K[z] i zdefiniyjmy P(T) = a,T" +
an 1 T" '+ ...+ ag. Czy P(T) jest przeksztalceniem liniowym przestrzeni V' w siebie?

Zad.7. Dla danego przeksztatcenia liniowego T’ znalez¢ KerT' oraz ImT' oraz sprawdzi¢
wzor dimV = dim Ker7T + dim Im7":

L. T:R =R T((x,y,2) = (v, y + 2,2 — vy, 2),
'R? = R, T((2,y,2) = (z,y + 2,2+ y + 2),
RY 5 RYET((z,y,2,t) = (v + £,y + 2),
Rs[z] = Rslz], gdzie T'(f) = f,

: My(R) — My(R), gdzie

r(ta)=(22)

6. T : R* — R? zadane na elementach pewnej bazy B = {ey, 5, e3} nastepujaco:
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T(e1) =e1+ex+es, T(ex) =er —ex+es, T(ez) =2e + 2e,
7. T : R3[z] — Rs[z] zadane na bazie standardowej nastepujaco:
T() =1, T(x)=14+xz, T(2*)=x+2* T(2*)=x—2>

Zad.8. Pokazaé, ze jezeli przeksztalcenie liniowe T : V' — W posiada przeksztatcenie
odwrotne T, to T~! jest przeksztalceniem liniowym.

Zad.9. Niech beda dane przeksztalcenia liniowe D, M : R[z] — R[z] dane wzorami
Df = f" oraz Mf =g,

gdzie g(x) = xf(x). Czy te operatory sa przemienne, tzn. czy DM = MD? Czy sa
odwracalne?
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